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Definiciones

Alfabeto

Un conjunto finito de simbolos.
Por ejemplo:

b 21:{011}
e J»={ab,cd}
e >3={triangulo, cuadrado, punto}

Lenguaje universal
Dado un alfabeto 5, se define lenguaje universal como

> *={todas las palabras que se pueden formar con elementos de 5, incluyendo A}

AeS* para cualquier 5

Subalfabeto
Es un conjunto de un alfabeto

Por ejemplo:

e 5,={a,c}subalfabeto de 3,

Palabra

Dado un alfabeto 3, una palabra x, es una sucesién ordenada de simbolos de }, con o sin
repeticion.

Por ejemplo:

e En,={a,b,c,d}, x e y son palabras sobre 5, 2 x=bbad, y = adc

Los elementos de > los designamos con a,b,c,d... y las palabras las representamos por x,y,z,t...

Longitud de una palabra
Dado 3, una palabra de x tiene longitud n, si n es el nimero de signos de la palabra.



Por ejemplo:

o X=abcda |x|=5
o Y=aaa|y|=3

Palabra A
Esta palabra no tiene simbolos y no pertenece a ningln alfabeto.

| A|=0

Los simbolos del alfabeto, que también son palabras, tienen longitud 1.
Por ejemplo:
5={0,1} = 0y 1 son simbolos y palabras. |0|=1y |1]|=1

Palabra inversa

Dado un alfabeto S y x es una palabra sobre 3, la palabra inversa de x, x™ es la palabra
que tiene los simbolos de x puestos en sentido inverso. Sin embargo esta no es la
definicion mas formal, esta si:

Dada x palabra sobre 5, definimos la palabra inversa segun el tamafio de las palabras

1. Si|x|=0 six=A > x'=A

> Si|x|>0, Existe w palabray Existe a simbolo tal que x=wa = x'= aw™

Por ejemplo:
s={c,d,e} > x=cdec,, x '=cedc

Palabra simétrica
Dado § y una palabra xe5*(ver siguiente), x es simétrica si x=x"

Por ejemplo:

5={0,1}, x=0110 x=x"

Operaciones con palabras
Concatenacion de palabras

LI YRXEED T
X,y 2xvy

Si x=ab, y=cd > x-y=abcd



Propiedades
1. Operacién bien definida
a. Paratodox,ye>* xwyesunaunicapalabrae*
2. Esasociativa
a. Paratodox,y,ze>* (xy)z=x:(yz)
3. No es conmutativa
a. Paratodox,yed* xvyzyx
4. Elemento neutro
a. ParatodoxeY* Existe neutro Atal que x-A=A-x=x

(>*, -) Tiene estructura de semigrupo con elemento neutro

Propiedades simplificativas
1. Xy,zed* xy=xz=>y=z Xy=2y =>X=2
2. Dado 5, dadosxyeS* secumple que (x-y)'=ytx?
a. Demostracion mediante induccion en el tamafio y

i Hay que demostrar que se cumple la propiedad para la palabra mas
pequeiia

(xy) =y |y|=0 =>y=A
(x-y)*=(cA)t=x?

y'l-X_1= ALz Aexi= x

Por tanto se cumple.

ii. Suponemos que se cumple la propiedad para todas las palabras y con
tamafio n, es decir, paratodo x € Y* y paratodoy € 3* con |y|=n se
cumple (x-y) =y tx?!

iii. Hay que demostrar que para todo z con tamafio n+1 se cumple la
propiedad, es decir, que para todo x € * y paratodo z € 3* con
|z|=n+1 se cumple (x-z)*=z"x*

Si |z|=n+1, existey € 3* |y|=n y existe a €Y tal que z=ya

(xz)"=(x-(ya))"=((xy)-a) = a-(xy) "=a-y "x=(ay ) x|z x
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3'=3*-

>* se puede obtener por concatenacidn de potencias

Lenguaje
Dado un alfabeto 3, un lenguaje L es un conjunto de palabras sobre 3 que cumplen una
propiedad:

L = {xe3*|x cumple P}
Por ejemplo:
-Si 3={0,1}

L={0,01,011,0111,...} = {xe{0,1}*|son palabras cuyo 1ler simbolo es 0 y el resto
1’s, si los tiene}

- Si 5, alfabeto cualquiera
Li={xeX*| [x|=i}
L= { xeX*| |x|=i+1}

Lenguaje
L ={Lenguajes sobre 5}

Lenguaje inverso
Dado L sobre §,

L™={xeS* |existe ze Ly x=2""}

Lenguaje complementario de L
L'={xe>* |x noe L}

Operaciones con lenguajes

Union de lenguajes
>, alfabeto,, L, L, lenguajes. Ly, L, contenido en 3*

U: $*xs* >3*
L L > LU L

L U Ly={xe >*|xeL; 6 xeL,}

Propiedades
1. Estd bien definida
a. L, L, e Z Luunionl, contenido en 3* es otro lenguaje.
2. Es asociativa
a. Paratodo Ly, Ly, Ly L;U(L,ULs)= (L1UL,)UL3
3. Esconmutativa



a. Paratodo L, LUL=LUL;
4. Elemento neutro, ®
a. Paratodo Le L, existe neutro tal que LUP=dUL=L

(Z, U) -> Tiene estructura de semigrupo conmutativo elemento neutro.

Concatenacion
3, L={lenguajes sobre ¥)

“IxI2>L
I_1, I_z 9 Ll' L2

L;- L,={x|x=z'y donde z€L, e yeL,}

Propiedades
1. Ley de composicion interna
2. Asociativa
3. No conmutativa
4. Elemento neutro
i. {A} no confundir con A, uno es lenguaje el otro palabra.

(Z,") Semigrupo con elemento neutro

Potencia de lenguaje
L sobre 3,

L= L-L-L-L, i veces
Def. de cierre de un lenguaje. Estrella de Kleene
Dado L,

L*=L°UL'UL’UL’U-

L*= U(de O a infinito) L'

La clausura positiva es L (L= L*-{A})

L*= U(de 1 a infinito) L'

Expresiones y Lenguajes regulares

Expresiones regulares
B=3U{®,A, - % ()}



Expresiones regulares sobre 5 a, aeExp Reg(>) son las palabras que se pueden formar con B de
manera recursiva:

i) ®, >, aey son ER(})

i) o, Be ER(3) => a+BeER(3)
i) a Be ER(Y) => a-BeER(Y)
iv)  aeER(F) => a*eER(3)

V) o€ ER(S) => (a)eER(D)

vi) Son Expresiones regulares sobre Y todas las concatenaciones de las ER anteriores.
Por ejemplo:
1.- >={0,1} L={xe>*/en x aparece el 1 dos o tres veces, la 12 y 22 de las

cuales no son consecutivos}
a=0*¥100*10*(10*+A)

Explicacién: un 0 con asterisco * significa que aparece un 0 en todas las veces
que quieras, inclusive ninguna. El paréntesis indica que lo que hay dentro
puede o no estar.

2.- S>={a,b} L,={xe>*/| x| es impar}

o=(b* a b* a b*)* b* a b* ael, bael, bab’el,
3.- S={a,b} L;={a"b™/ n, m>0}

a=aa*bb*
4.- >={a, b} Le={a"b"/n>0}

a=a(ab)*b no pertenece a Lg, aunque lo parezca en este caso a no seria una
expresion regular, ya que no mantiene el orden. Esto es porque Lg no es un
lenguaje regular.

Lenguajes regulares
Lenguaje regular sobre Y, es una aplicacion L:

L:ER(3) = &65>=Parte de (5*)
a = La) de manera
a) A O, pey eER(Y) =>LA)=A} L(®)=® L(p)={pe}
b) a, B € ER(5) => L(a+B)=L(a)UL(B)
c) a, B € ER(3) => L(a-B)=L(a)-L(B)
d) a € ER(S) => L(a*)=(L(a*))*



Lema.- L sobre  es regular <-> Existe aeER(3)/L(a)=L

Ejercicio
Con L={0"1%/r,s>=1}

Encontrar el complementario de L como unidén de tres lenguajes disjuntos y dar una expresion

regular de ella.

Li={palabras que solo tienen 0’s}={0}*
L,={palabras que empiezan por 1}=15*
L;={0"1°0 5 *}

L(a)=L1 L(B)=L2 L(pn)=L3
a=0* PB=1(0+1)*>* p=00*11*0(0+1)*

o+B+u=0*+1(0+1)*+00*11*0(0+1)*

Propiedades
a, Be ER(Y) a y B son equivalentes = L(a) = L(B)

-> + es conmutativa y asociativa
o+B=R+a a, B € ER(D)
(a+B)+p=a+(B+) a, B, L€ ER(Z)

-> - es asociativa y distributiva respecto de +

(o-B)-p=a-(B-p) a, B, L€ ER(3)
o (B+p)=a-B+a-p a, B, p € ER(Y)
(B+p)-a=B-a+p-a a, B, p € ER(Y)

-> @ es neutro respecto de +
a+d=P+a=a a€ER(Y)

-> A es neutro respecto de -
Aa=a-A=a a € ER(3)

> O-a=a-®=0 a€ER(Y)

-> Q*=)\

-> A¥=\

Prefijo o cabeza
u e>* es prefijo o cabeza de ve5* si

Existe x €3 * ux=v

Sufijo o cola
u e>* es sufijo o cola de v si

Existe x €3 * Xu=v



> a*=Atata’ ool o € ER(3)

> a*=h+orol o+t o ot a e ER(3)
>a*a*=a*  aeER(S)

> (a*)*=a*  aeER(S)

>a=hta-o*  aeER(S)

>aa*=a*a  aeER(S)

> (a*+p*)*=(a+p)*=(a*-B*)* «a, B eER(})

> (a-p)*-a=o-(B-a)*  a, BeER(Y)

> (a*-B)*-a*=(a+p)* a, B €ER(Y)

-> Lregular > L™ regular

Ejercicios
Ejer. 1.- Probar que las dos expresiones regulares son equivalentes

E;=a-a*-(a*-b)*+a-a*(a*+b*)+A
E,=a*-(a*-b*)+a*-a:(a+b)*-b+ A

Ejer. 2.- Construir directamente una ER que represente estos lenguajes:
L,={xe{a,b,c}*/ac no es parte de x}

L,={ xe{a,b,c}*/x tiene un nimero par de ocurrencias de ac}

Gramaticas formales

Consideraciones previas
323

Producciones, Leyes de escritura sobre )
(u, v)= u::=v pares ordenados / u, ve >*

Derivacion directa
XUy = xvy esderivacion directa siendo(u ::=v)e P

z = t (z deriva directa a t)
z,teS* Xuy=2>xvy X, YES* u,ved* (u:=v)eP

Evidentemente u u::=v = u->v pues X,y=A



Derivacion
u 2.v=u deriva a v o que v deriva de u = Existe uy, uy, ..., umes*

u=up =2 Uy “=..
=u1 > U, = U1 Up=v u=v Ejemplo:
=U2 > U U= J0 ul=rxt u2=ryt(x:=y)eP
Ejemplo u-=,v
>={AB,C, .. xY,z}
BA ::= ME
CABALLO = CAMELLO
Gramaticas formales
G=<ZTI ZNISI P>
-
Alfabeto de simbolos Conjunto de producciones
terminales
uz=v/u=xAy xyes* AeSy
Alfabeto de simbolos Axioma de G € >

no terminales
(auxiliares)

Forma sentencial de G = { x €3*/S 2+ x}

Sentencia de G = {x €31*/S 2« x}

Lenguaje generado por una gramatica G = L(G)= Conjunto de sus sentencias
L(G)={x €5*/ S =« x}

Para tener lenguaje tengo que derivar desde el axioma.

Ejemplo 1
G=<{0,1,23,4,..,9} {NC} N, P>

P ={N:=NC/c, c::=0/1/2/3/.../9}

L(G) = {N}

Entonces, para crear 2015 € N

N = NC = N5 - NC5->N15 - NC15 - NO015 - C015 - 2015

Ejemplo 2
G=<{0,1}, {S}, S, P>



P ={S::=00S11/A}
L(G) = {0*" 1*" / u>= 0}
S>00S11- 00A11=0%?

Ejemplo 3
G=<{alb} ’ {AI BI C}I AI P>
A::=aABC/abC

CB::=BC

"<

bB::=bb

L(G)=¢?

Ejemplos
1) >={a, b} y Le>* definido recursivamente asi:

i) Ael

ii) axbel y bxael
Xed*

iii) X,y € L =>xyel

iv) Sélo son palabras de A lo formados por aplicacién un n2 finito de veces de las
reglas i), ii) y iii). Definir razonadamente L.

2) 3={a,b} L={xe{a,b}* / |x|ano=|x]| 0}
Solucidn: Sea § cualquiera y Ly,L, contenido $* / L,contenido L, => L;* contenido L,* (+)
En nuestro caso {a, b}=L; => L;*={a, b}*= 5* contenido L* (1)
Pero por otra parte si L contenido 3* (L cualquiera) L* contenido S*

En nuestro caso L* contenido {a,b}* (2)

De 1y 2 saco que L*=5* ya que ... A contenido By B contenido A=>| No terminal

Recursividad ¢
Una gramatica G es recursiva si existe una derivacion de la forma A 2, xAy donde A€ 5.,
X,ye>* (pero x, y no pueden ser A a la vez).



SiA >, Ay La G es recursiva izq.

SiA—>,xA La G es recursiva der.

Una produccidén es recursiva si es de la forma:
UAV ::= uxAyv

conAey, uVv,Xye>* notodas A

Gramaticas tipo 0
(un=v)eP

u = xAy
A€y, xyex*
v € >*(puede ser A)

nota
Hay autores que la definen como de “estructura de frases”

** XAy 1= xvy
Xyey* A€y,
v € S*(puede ser )
TH.- Para toda Gy existe Gy’ de estructura de frases equivalentes = L(Gg) = L (Gy')

Las Gy pueden ser comprensoras =>y = x puede ser |x| < |y| la longitud de x puede ser
menor (piénsese que puede ser A)

Ejemplo 1
A ::= aABC/abc G=<{a,b}, {A,B,C}, A, P>
s /CB ::=BC - [¢éEs necesaria? Noj
. bB ::=bb > LG ={a"b"/ux>1
produccién
de orden P \bC:=b G no es de estructura de frases pues CB ::= BC no es de
l la forma **
CB::=CX entonces: G’ = <{a,b}, {A,B,C}, A, P>
RICX = BX & (+) PP=PU{+} L(G)=LG)
CB::=BC BX ::= BC
Ejemplo 2
G =< {alblc}l {SIX}I S/ P> G=<ZTI le SI P>
S::=aSb
L(G)={a"cb"/u=0
No de Est. (©)=A / }
defrases |  G'=<{ab,c}/{S},S, P'>

P’ = Si:=abb/c L(G) = L(G*)



P Sb::=bX }
abx::=c

Gramiticas tipo 1 = G; =2 L, = lenguajes dependientes del contexto



